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MATHEMATICS 
UNE CLASSE D'ALGEBRES DE LIE EN RELATION AVEC LES 
ALGEBRES DE JORDAN 
PAR 
J. TITS 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of May 26, 1962) 
l. Toutes les algebres dont il sera question ici seront des algebres 
sur un corps donne K, de caracteristique differente de 2 et 3 1). Nous 
dirons qu'une algebre de Lie S opere sur une algebre quelconque T si on 
s'est donne Uil homomorphisme e des dans l'aigebre de Lie des derivations 
de T, et l'action de S sur 1.' sera alors not6e par un crochet, c'est-a-dire 
qu'on ecrira, pour tous s E S et t E T, e(s)(t) = [s, t]. 
L'objet de cette note est I' etude des paires (N, Y) formees d'une algebre 
de Lie N et d'une algebre de Lie Y, simple, de dimension 3, et operant 
sur N de telle fac;on que la condition suivante soit remplie: 
(i) La representation lineaire de Y dans N, donnee par l'action: de Y 
sur N, se decompose en une representation triviale et un certain nombre 
de fois la representation reguliere de y; autrement dit, on peut ecrire 
N =D+ Y ®A, ou D et A sont deu;x espaoes vectoriels sur K, de telle 
fac;on que, pour tous y, y' E Y, dE D et a E A, 
(1.1) [y, d+y' ®a]= [y, y'] ®a. 
Les resultats sont particulierement simples a enoncer si on suppose en 
outre que 
(ii) Le seul ideal de N centralise par Y (c'est-a-dire contenu dans D) 
est l'ideal {0}. 
On a alors le 
Theoreme. Soient N une algebre de Lie et Y une algebre de Lie simple, 
de dimension 3, operant sur N. Si les conditions (i) et (ii) sont remplies, A 
possede une structure (bien determinee) d'algebre de Jordan et D est une 
sous-algebre de N qu'on peut identifier a une algebre de derivations de A 
1) Tout ce que nous disons, sauf peut-etre la derniere assertion du theoreme du 
no 1 et une partie du no 3.3, reste valable en caracteristique 3 si on convientd'appeler 
algebre de Jordan toute algebre commutative dans laquelle vaut la deuxieme partie 
de l'identite (2.8). 
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contenant les derivations interieures 2) de telle far;on que la structure d'algebre 
de Lie de N soit donnee par les relations 
(1.2) [d, y ® a]=y ® [d, a] 
(1.3) [y ®a, y' ®a']= (y, y') ·<a, a')+ [y, y'] ® aa', 
ou d ED, y, y' E Y, a, a' E A, <a, a') est la derivation interieure de A definie 
par 
(1.4) [<a. a'), a"]=a(a'a")-a'(aa"); 
et (,) represente la demi-forme de Killing de Y (i.e. (y, y') =! tr. (ad y. 
ad y')). Reciproquement, soient Y une algebre de Lie simple de dimension 3, 
A une algebre de Jordan et D une algebre de J;ie de derivations de A contenant 
les derivations interieures; alors les relatirns ( 1.2) et ( 1.3) et les relations de 
commutation dans D definissent une structure ~' algebre de Lie dans 
N = D + Y ®A, l' algebre Y opere sur l' algebre N par (1.1) et les conditions 
(i) et (ii) sont verifiees. Pour quel'algebre de Lie Nsoit simple, il faut et il 
suffit que l' algebre A le soit et que D soit l' algebre des derivations interieures 
de A. 
Ce theoreme donne, entre autres, un procede de construction d'une 
(ou eventuellement, s'il existe plusieurs algebres y non isomorphes, de 
plusieurs) algebre(s) de Lie N de dimension 3dim A+ dim D, a partir 
d'une algebre de Jordan quelconque A et d'une algebre de Lie D de 
derivations de A. Notons que si K est le corps des reels,· A l'algebre de 
Jordan simple exceptionnelle des matrices hermitiennes d'ordre 3 sur 
les octaves a divisions et y l'algebre simple non compacte de dimension 3, 
on retrouve essentiellement la construction de l'algebre de Lie exception-
neUe E?(-25) donnee par H. FREUDENTHAL [3]. 
2. Soient N une algebre de Lie et Y une algebre de Lie simple, de 
dimension 3, operant sur N de telle fa9on que la condition (i) soit remplie. 
L'espace D etant le centralisateur de Y dans Nest une sous-algebre deN. 
On a, · d'autre part, 
[D, Y 0 A]= [D, [Y, Y 0 A]]= [Y, [D, Y ®A]] C [Y, N] = Y ®A. 
Soient {ai} et {di} une base de A et une base de D, et soient dE D et 
a, a' E A des elements donnes quelconques. Posons' 
et 
[y 0 a, y' ®a']= "2, 1Jli(y, y')dJ+ 2, ipt(y, y') ®a,, 
i i 
ou ft : Y--+ Y, ipt : Y x Y-+ Y et "Pi : Yx Y--+ K sont des fonctions 
2) Dans une algebre de Jordan A, on appelle derivation interieure, toute com-
binaison lineaire de derivations de la forme <a, a'), definies par (1.4). 
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lineaires ou multilineaires dependant de d, a eta'. De (1.1), il resulte que 
ces fonctions sont "invariantes" par Y, c'est-a-dire qu'on a, pour tous 
y,y',y"EY, 
[y, ft(Y')] = ft( [y, y']), 
O=tpJ([y, y'], y")+1J'J(y', [y, y"]), 
[y, Cft(y', y")] =cpt([y, y'], y")+cpt(y', [y, y"]). 
Mais les seules fonctions jouissant de ces proprietes sont respectivement 
les multiples scalaires de l'identite, de la forme de Killing, et du com-
mutateur [,]. Pour la premiere relation, c'est immediat; pour les autres, 
cela resulte du theoreme de CLEBSCH-GORDAN 3). II s'ensuit qu'il existe des 
fonctions bilineaires [,] : D x A--+ A, <.> : Ax A--+ D et p, :Ax A--+ A 
telles que la structure d'algebre de Lie deN soit donnee par les relations 
suivantes, dans lesquelles dE D, y, y' E Y, a, a' E A, on a pose p(a,a')=aa' 
et (,) designe comme precedemment la demi-forme de Killing: 
(2.1) [d,y ®a]=y ® [d,a], 
(2.2) [y ®a, y' ®a']= (y, y') ·<a, a')+ [y, y'] ® aa'. 
Cherchons a present a quelles conditions, etant donnees une structure 
d'algebre de Lie dans D et des fonctions bilineaires [,] : D x A--+ A, 
<,) :Ax A--+ D et p, :Ax A--+ A, les relations (2.1) et (2.2) definissent 
une loi d'algebre de Lie dans N. On remarque tout d'abord qu'elles 
definissent une loi de composition antisymetrique dans N si et seulement 
si <.> et p, sont respectivement antisymetrique et symetrique. Ensuite, 
il resulte d'un calcul elementaire faisant usage des identites 
[y, [y'' y"]] = (y, y')y"- (y, y")y' 
et 
( [y, y'], y") = ( [y'' y"], y), 
que l'identite de Jacobi dans N se ramene aux cinq relations suivantes, 
oil, d, d' ED, a, a', a" E A, et ! represente une somme etendue aux 
(a.a'.a11 ) 
permutations circulaires de a, a' et a", 
(2.3) 
(2.4) 
(2.5) 
(2.6) 
(2.7) 
[[d, d'], a]= [d, [d', a]]- [d', [d, a]], 
[d, aa'] = [d, a]-a' +a· [d, a'], 
[d, <a, a')]=<[d, a], a')+<a, [d, a']), 
[<a, a'), a"]=a(a' a")-a'(aa"), 
_! <aa', a")=O. 
(a.a'.a") 
3) La partie du theoreme de CLEBSCH-GORDAN qui est utilisee ici reste valable 
en toute caracteristique differente de 2. 
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Si a, a', a" et b sont quatre elements quelconques de A, on a, en vertu de 
(2.6) et (2. 7), 
) 
~ [(aa', a"), b] = 
(a,a',a") 
(2·8) = ~ (aa') (a"b)- ~ ((aa')b)a" = 0, 
(a,a',a") (a.a',a") 
c'est-11-dire que A est une algebre de Jordan. Les relations (2.3) et (2.4) 
expriment que l'algebre de Lie D opere sur cette algebre de Jordan. 
En conclusion, on a la 
Proposition 1. Soient Y une algebre de Lie simple de dimension 3 
et N =D+ Y ®A une algebre de Lie sur laquelle Y opere par (1.1). Alors, 
D est une sous-algebre de N, l' espace A possede une structure naturelle 
d'algebre de Jordan sur laquelle opere D, et il existe une fonction bilineaire 
antisymetrique (,) : A x A --+ D verifiant les relations (2.5), (2.6) et (2. 7), 
telle que la structure d'algebre de Lie de N soit donnee par (2.1) et (2.2). 
Reciproquement, soient A une algebre de Jordan, D une algebre de Lie 
operant sur A et (,) : Ax A--+ D une fonction bilineaire antisymetrique 
verifiant les relations (2.5), (2.6) et (2.7); alors, la structure d'algebre de Lie 
de D et les relations (2.1) et (2.2) definissent dans N =D+ Y ®A une 
structure d'algebre de Lie sur laquelle Y opere par (1.1). 
Un cas particulier important est celui oil Y est une sous-algebre de N, 
aperant sur N par les derivations interieures. Cela signifie qu'un element 
e de A est distingue et qu'on identifie tout element y de Y a y ®e. En 
comparant les relations (2.1) et (2.2) avec (1.1), on voit alors aisement, 
tenant compte de (2.4) et (2.7), que 
Proposition 2. Pour que Y puisse etre identifiee a une sous-algebre 
de N operant sur N par les derivations interieures, il faut et il suffit que 
l' algebre de Jordan A possede un element unite e; on doit alors identifier 
tout y E Y a y @ e. 
Un sous-espace vectoriel N1 deN est dit invariant par Y si [Y, N!] C N1. 
Alors, la representation lineaire de Y dans N 1 satisfait encore a lacon-
dition (i) et N1 =D1 + Y ® A1, ou A1 et D1 sont des sous-espaces vectoriels 
de A et D. La proposition suivante est une consequence immediate des 
relations (2.1) et (2.2). 
Proposition 3. Les ideaux (resp. les sous-algebres) deN invariant(e)s 
par Y, sont les sous-espaces N1 =D1 + Y ® A1, ou A1 et D1 sont des ideaux 
(resp. des sous-algebres) des algebre$ A et D, verifiant les relations 
(A, A1) CD et [D, A1] + [D1, A] C A1 
(resp. (A1, A1) C D1 et [D1, AI] C A1). 
En particulier, le plus grand ideal de N centralise par Y, c'est-a-dire 
contenu dans D, est I' ensemble de tous les elements dE D tels que 
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[d, A]={O}. La condition (ii) est remplie si et seulement si cet ideal est 
nul, c'est-a-dire si D opere fidelement sur A, auquel cas on peut identifier 
D avec l'algebre de derivations de Aquila represente. Alors, (2.6) exprime 
que <a, a') est la derivation interieure de A associee aux element a, a', 
(2.7) devient equivalente a (2.8) qui caracterise les algebres de Jordan et 
(2.5) est consequence du fait que d est une derivation de A. Cela etant, 
le theoreme du n° 1 resulte des propositions 1, 2 et 3, compte tenu du fait 
qu'une algebre de Jordan simple possede toujours un element unite 
(cf. [1]). 
Reprenant les hypotheses et les notations de la proposition 1, nous 
noterons encore une consequence immediate de celle-ci. 
Proposition 4. Soit y un element de Y. Le centralisateur C(y) de y 
dans Nest D+y '0 A, qui est done une sous-algebre deN. Si (y, y)=k·E K, 
C(y) est isomorphe a l'algebre de Lie Ck dont l'espace vectoriel sous-jacent 
est l' espace C = D +A et dont la structure· est definie par la structure d' algebre 
de Lie donnee dans D, l'action de D sur A, et la relation 
[a, a']= k ·<a, a'). 
Remarquons que l'algebre Ck ne change pas, a un isomorphisme pres, 
lorsqu'on multiplie k par un element de K*2• Si D est l'algebre des 
derivations interieures de A et si A ne possede aucun element non nul 
a tel que a· A= {0 }, l'algebre Ot est canoniquement isomorphe a l'algebre 
de Lie engendree par les "translations" Ta de A, definies par Ta(b) =ab 
(cf. par ex. [4] et, pour la signification de 0 1 dans un cas plus general, [5]). 
3. Exemples 
3.1. Si A est une algebre associative (et commutative) et D={O}, 
N = Y 0 A est l'algebre de Lie obtenue a partir de Y par changement de 
l'anneau de base de Ken A, l'algebre obtenue etant, a son tour, consideree 
comme une alge bre sur K. 
3.2. Soit B, x une algebre associative, qu'on peut aussi considerer 
comme une algebre de Jordan, avec la multiplication bb' = !(b x b' +b' x b), 
et comme une algebre de Lie avec le commutateur [b, b'] = b x b'- b' x b. 
Soient A une sous-algebre de l'algebre de Jordan B, D une sous-algebre 
de Lie de l'algebre de Lie B, telle que [A, A] CD et [D, A] C A, de sorte 
que D opere sur A, et Y l'algebre de Lie des matrices d'ordre 2 et de 
trace 0 a coefficients dans K. L'algebre N =D+ Y 0 A est alors canonique-
ment isomorphe a l'algebre de Lie des matrices 
( d+a 
a" 
a' ) 
d-a ' 
avec dED eta, a',a"EA. 
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3.3. Soient A une algebre de Jordan exceptionnelle simple, de dimension 
27, et D l'algebre des derivations interieures de A. D'apres [2] et [7], 
D est aussi l'algebre de toutes les derivations de A et est une algebre de 
type F 4 4), de dimension 52; de plus si k#O, 0~; est le produit direct d'une 
algebre Ot' de type E6 et d'une algebre a 1 dimP,nsion. L'algebre simple 
N a la dimension 52+ 3 x 27 = 133; en caracteristique 0, on en deduit 
que N est une algebre de type E7 et il n'est pas douteux que ceci reste 
vrai en toute caracteristique. 
Considerons plus particulierement le cas reel (K = R) et designons par 
.A3 , Ab, Ac les trois formes de l'algebre de Jordan simple exceptionnelle, 
dont les algebres de derivations sont respectivement F4(4), F 4(-2o), F4(-52) 
(avec lesnotations de [8]), par Ys et Yc la forme non compacte et la forme 
compacte de l'algebre simple de dimension 3, et par N(A, Y) et Ot'(A) 
les algebres N et Ot' construites a partir de A et Y. Alors, 01'(A8 ) =E6(G), 
Ol'(·h) = 01'(Ac) = E6(-26), 0~ 1(As) = E6(2l> 0~ 1(Ab) = Es(-14), 0~ 1(Ac) = 
=E6(-78), N(As, Ys)=E7(7), N(Ab, Ys)=N(Ac, Ys)=E7(-25) (cette derniere 
egalite donne lieu a la construction de H. FREUDENTHAL [3] de E7(-25)), 
..Y(As, Yc) = N(Ab, Yc) = E7(-5), N(Ac. Yc) = E7(-133)· On obtient ainsi les 
cinq formes reelles de E6 et les quatre formes reelles de E 7 . 
Nous laisserons au lecteur la determination des algebres simples N -
toutes de types classiques - correspondant aux algebres de Jordan A 
speciales simples, dont on trouvera la liste par exemple dans [6]. 
4 ) Nous disons qu'nne algebre de Lie sur K est "de type" F4, E6, etc. si, par 
extension du corps de base a la cloture algebrique de K, elle devient isomorphe a 
l'algebre de ce type definie par exemple dans C. CHEVALLEY, Sur certains groupes 
simples, Tohoku Math. J., 7 (1955), 14-66. 
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